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O objetivo deste trabalho é introduzir a categoria dos sistemas ordenados de 2ª ordem e o processo de constru9ao global 
utilizado para obter representa¡;oes construtivas integradas desses sistemas, apresentando urna aplica~;ao na representa~;ao 
dos sistemas dos números reais e intervalos de reais. Através do processo de constru¡;ao global, obtém-se um espa<;o 
coerente intervalar bi-estruturado como a representa<;ao global de sistemas ordenados de 2ª ordem. Este processo é realizado 
em dois níveis simultilneos que se inter-relacionam: a constru¡¡:ao da estrutura de informa<;ao, baseada em urna estrutura de 
espa~;o coerente gerado por um conjunto básico, com objetos indexados, e a construvao da estrutura de aplica9ao- algébrica, 
de ordem, de medidas, topológica, etc. -, derivada da estrutura do conjunto básico. 

Palavras-Chave: evolu<;ao de sistemas, espa<;os coerentes, teoria dos domínios, representa<;ao de números reais, 
representa~;ao de intervalos reais, matemática intervalar 

Abstract 
The aim ofthis work is to introduce the category ofsecondorder ordered systems and the global construction process used 
in order to obtain integrated constructive representations ofthose systems. An application ofthis construction process in the 
representation of the the systems of real numbers and real intervals is also presented. By the global construction process, a 
bi-structured interval coherence space is obtained as the global representation of second order ordered systems. This process 
is split into two simultaneous related processes: the construction of the information structure, based on a coherence space 
(with indexed objects) generated by a basic set, and the construction ofthe application structure- an algebraic, topological, 
ordered, etc. structure -, which is derived frorn the structure ofthe basic set. 

Ke);words: representation of real numbers, evolution of systems, coherence spaces, domain theory, interval 
mathematics, neighbourhood systems 

1 Introdu~ao 

Este trabalho tem como objetivo principal introduzir a categoria dos sistemas ordenados de 2ª ordem2 e 
urna metodologia para a obtenc;ao de representac;oes construtivas ~ denominadas de representac;oes 
globais - desses sistemas, em urna estrutura baseada em Espa<;os Coerentes [1,2], com aplica<;ao 
fundamental na Computac;ao Científica e Matemática Intervalar. Como resultado, foi possível 
promover a integrac;ao entre os aspectos práticos dos processos computacionais correntes da 
Computar;ao Cientifica e da Matemática Intervalar e os aspectos de fundamental(ao oferecidos pela 
teoria dos Domínios, em particular, os Espac;os Coerentes. 
Através desta metodologia, foi possível obter urna represental(ao global para os objetos ditos infinitos 
relativamente ao conteúdo de informac;ao, como números reais e intervalos reais, de tal fonna que 
possam ser obtidos modelos semanticos adequados para os processos computacionais envolvendo tais 
objetos. 
A represental(ao construtiva obtida é denominada de global, pois, sendo realizada em dois níveis 
distinguíveis, compreende nao somente a constrm;:ao interna dos objetos da estrutura de informar;iio, do 

1 Este trabaLho foi financiado pela F APERGS e CNPq 

2 A noyao de sistema de 2" ordem pode ser considerada como urna extensao a no~tílo de "sistema" [27] ou de "estrutura relacional" [26], 
ou de I:-estrutura [16], que sao de 1 a ordem. 
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conjunto das aproximayoes destes objetos e de sua topología de informayao, mas também sua estrutura 
externa de aplicaflio, representando um conjunto de operayoes algébricas, urna relayíio de ordem de 
posiyao, urna família de relayoes, urna família de funyoes elementares, urna subestrutura de medidas e 
urna topología induzida por ela. Existe um relacionamento entre estes dois níveis de construyao, 
garantindo que cada componente da estrutura de aplicayao tenha urna representaflio interna na 
estrutura de informay~o, e, por outro lado, a cada etapa da construyíio corresponda urna estrutura de 
aplicayao definida a partir da estrutura de aplicayao existente na etapa anterior. 
O processo de se obter urna representayao global- processo construtivo da estrutura de informayao, 
processo construtivo da estrutura de aplicayao e o mecanismo que relaciona estas estruturas - é 
denominado de processo de globalizaflio. Procurou-se adotar um enfoque genérico, para tornar 
possível sua aplicayao também em outras áreas. Urna abordagem categórica auxilia no entendimento do 
processo de glo balizayao. 
Este artigo constituí um resumo do trabalho desenvolvido. Assim, demonstrayoes, definiyoes rigorosas 
e detalhes técnicos mais precisos e formais foram omitidos (veja [3]). Resultados parciais foram 
apresentados em eventos e/ou publicados e as referencia sao indicadas ao longo do texto, que está 
estruturado como descrito a seguir. Na seyao 2 apresentam-se os conceitos fundamentais sobre Espayos 
Coerentes, introduzidos para a realizayao do trabalho, como espayos coerentes gerados por um 
conjunto básico e espayos coerentes com objetos indexados. A categoría dos sistemas ordenados de 2ª 
ordem é introduzida na seyao 3. Na seyao 4 descreve-se o processo de construyao global e a 
representayao global de sistemas. O espayo coerente bi-estruturado de intervalos racionais é 
introduzido na se<;ao 5. As conclusoes e considerayoes fmais estao na se<;ao 6. A se<;ao 7 contém as 
referencias bibliográficas. 

2 Espac;os Coerentes: Conceitos Fundamentais 

Urna teia A= (A,~ J é um par formado por um conjunto A sobre o qual é definida urna relayao 

reflexiva e simétrica, denotada por ~A, denominada de relaflio de coerencia em A. Um subconjunto x 

de urna teia A é coerente se e somente se para todo a, f3 Ex, a~ A f3 . Um espafO coerente 

/1 = (Coh(A,~ A),e) é a coleyao de subconjuntos coerentes de urna teia A, Coh(A,~ J, parcialmente 
ordenados pela inclusao. 
Os elementos de urna teia sao denominados de unidades o u "tokens". Os tokens de urna teia 
representam quantidades elementares ou bits de informa<;ao sobre entidades de um universo, nao 
especificado. Coerencia entre tokens significa que estas unidades podem ser vistas como peda<;os de· 
informayao com relayao a mesma entidade. Assim, um conjunto coerente é urna quantidade coerente de 
informa<;ao sobre urna mesma entidade. 
Pode-se considerar um espafo coerente como um domínio cuja ordem de informaflio é a ordem parcial 
dada pela relayao de inclusao, e, como tal, um espa<;o coerente é um cpo (ordem parcial completa) 
algébrico /1 que satisfaz a condiyao de completeza para coerencta binária: 

B e /1, V e, e· E B, (e u e') E /1 => UB E /1 . Além disso, para um espayo coerente /1 sao válidas as 

propriedades [1]: (i) todos os objetos unitários {a} e A estao em //; (ü) a E /l,b e a=> bE /1; (üi) 

0 E /1; (iv) se X é um subconjunto dirigido (com relayao a e) de//, entao ut X E /1' isto é, /1 é 
fechado para a uniao dirigida; (v) /1 é fechado para a interse<;ao, isto é, n X E /1' para todo X e /1 . 
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Uni. objeto total é aquele que concentra toda info~ao possível sobre urna determinada entidade. 
Segue que um objeto x em um esp~o coerenÚ~ ?1 é total se e somente se sempre que existe y e?ltal 
que x e y entao x = y . 

Procura-se agora caracterizar as propriedades das fun9oes entre esp~os coerentes ?1 e '8. Urna fun9ao 
F: ?1 ~ '8 é: (i) contínua se e somente se para todo subconjunto· dirigido X de ?1, tem-se que F(x) é 

dirigido e F(U X)= U{F(b ~b e X}; (ii) estáve.l se e so mente se é contínua e satisfaz a propriedade de 

estabilidade - a u a' E ;4 => F(a na')= F(a) n F(a')) -; (iii) linear se e so mente se é estável e satisfaz a 
condü;iio de linearidade se X e ?1 , e para todo b, e e X => b u e e ?1, entao 

F(U X)=U{F(b~b eX}-. Neste trabalho considera-se a categoria monoidal fechada LINdos Espa9os 

Coerentes com fun9oes lineares. 

2.1 Espa~os Coerentes com Objetos Indexados 
Para a abordagem adotada foi necessário introduzir urna caracteriza9ao do conteúdo de inforrna9ao de 
um conjunto coerente, que é dada por um parametro que fomece urna indica9ao do conteúdo de 
info~ao que é comum a todos os tokens do conjunto em questao. Este parametro, denominado de 
índice de um conjunto coerente, é obtido a partir dos índices dos tokens que o compoem. 
Seja (K, ¡;;;:; , u , J_, T) um reticulado completo, onde u é a opera9ao de supremo; j_ é o bottom ou 
menor elemento, e T é o topo, que representa exphc1tamente conteúdos de inforrnayaO. 0 cofiteúdo Oe 
inforrna9ao dos token da teia de um espa9o coerente ?1 = (Coh(A,~ A),e)é dado por urna fun9ao índice 

de token j : A ~ K que associa cada token a E A a um índice j( a) e K , que representa· o seu 

conteúdo de informa9ao, tal que a ~A p se e somente se j(a) u j(p) -:t:. T, para todo a,~ e A . O 

índice de um conjunto coerente x E ?1, denotado por i(x), é o supremo do conjunto dos índices de seus 

tokens, ou seja, i(x )=U {¡(a)l a ex}. Emparticular, i(0)= L 
K 

Objetos que possuem um mesmo índice podem ser comparados relativamente a qualidade de 
informa9ao que contém a respeito do índice considerado. Se x e y sao objetos de uín espa9o coerente A, 
para um determinado índice k, diz-se que x é urna aproximar;iio k-indexada de y, e denota-se x <1 k y , se 

e somente se i(x )= i(y )=l·k e x e y. 

Existe agora a possibilidade de introduzir um outro tipo de totalidade de objetos. Diz-se entao que um 
objeto é quasi-total se ele concentra toda informa9ao relativa ao seu índice. Isto significa que nao 
existe token da teia A cuja informa9ao é no máximo igual a do índice de um objeto quasi-total x, que 
seja coerente comtodos os tokens de x e que nao seja elemento de x. Tem-se que entao que um objeto x 
com índice i(x) = k é quasi-total em um espa9o coerente ?1 se e so mente se sempre que existe y E ?1 tal 

que x <lk y entao x =y. Denota-se a família dos objetos quasi-totais de ?~por qtot(/1). Salienta-se que 

0 é um objeto quasi-total e que todo objeto total é também quasi-total. A opera98o de fecho indexado 
transforma um objeto parcial no objeto quasi-total que possui o mesmo índice. 

2.2 Espa~os Coerentes Gerados por um Conjunto Básico 
Nesta se9ao introduz-se urna classe de espa9os coerentes adequada para a abordagem construtiva 
adotada neste trabalho. Estes espa9os coerentes caracterizam-se por serem obtidos a partir de um 
conjunto parcialmente· ordenado, denominado de conjunto básico. 
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Seja (A , :::;A ) urna ordem parcial e lA = «a1, a 2 ] 1 a1 , a2 E A} a família de intervalos 

[a~' az) = {a E A 1 a1 :::; a :::; az} de elementos de A. Para todo [aP a2 1[bP b2] E lA, a rela~lio de coerencia 

;;:;: sA induzida por :::;A é definida como [al> a2 ] ;;:;: sA [b¡, b2 ] <=> a1 :::; b2 1\ b1 :::; a2 • Diz-se que a teia 

(IA,~ A) é induzida por :::;A· Observe que ~sA possui um significado claro e intuitivo: X ~sA X' se e 

somente X n X' :t:. 0, para todo X,X' E IA. Diz-se que ?A= (Coh(IA,~sA)e) é o espa~o coerente 

gerado por um conjunto básico A. 
Considere agora o cálculo de índices de tokens e de conjuntos coerentes em 'lA. Seja 
&a(A) = (&a(A), e , n, A, 0) o reticulado completo do conjunto das partes do conjunto básico A, com 

opera¡;:ao de supremo n, bottom A e topo 0, onde X e Y se e so mente se Y e X, para todo 

X, y E &a( A). Os índices dos tokens da teia (IA, ~ sA) sao determinados por urna fun¡;ao índice de token 

j: IA ~&a( A), X H J(X) =X, que associa cada intervalo X E lA ao seu correspondente subconjunto 

de A no reticulado &a( A). S egue que o índice de um conjunto coerente x E 1 A é dado por 

i(x )= n {x 1 X Ex}. Quando ~(x )={k}' escreve-se i(x )=k. 
p(A) 

Exemplo 2.L Considere como conjunto básico o conjunto dos números racionais Q e seja 'J:Z = (Coh(IQ, ~ IQ 1 s;;;) o espa9o 

coerente gerado por Q. 0 conjunto coerente X= np,q] E JQ 1 p S a S b S q,a,b E Q} E 'J::Z é um objeto quasi-total de índice 

i(x) = [a,b], enquanto que y= «p',q'] E IQ 1 p' s r s q',r E Q} E 'J:Z é um objeto total com índice i(y )= r. O conjunto 

coerente z = ~p",q"] E IQ 1 p" < 3 < q"} E 1:2, cujo índice é i(z)= 3, nao é um objeto total. Entretanto, o fecho indexado de 

z, dado por z = «p, q) E /Q 1 p s 3 s q}, é o objeto total de 1:2 com i(z) = i(z) = 3 . + 

3 Os Sistemas Ordenados de 2-ª Ordem 

As estruturas dos tipos de dados que podem ser representadas globalmente foram denominadas de 
sistemas ordenados de :za ordem. 

Definü;iio 3.1. Sistemas de 2a Ordem. Diz-se que A é um sistema de 2a ordem se A= ((A, p(A )}, 2: A), 

ondeA :t:. 0 é o universo do sistema, &;>(A) é o conjunto das partes de A, :LA= ({!A}. ,{rA .} ) 
l ¡Ef ) jEJ 

é a estrutura (de aplica<;ao) do sistema, com fun¡;:oes associadas !l= 1 ~ N e 8: J ~ N, compreendendo 

fun¡;oes e rela<;oes defmidas sobre o universo A e &;>(A), e tal que, para AA E {A,p(A)}, é válido que: 

(i) I e U é umsubconjunto de índices, que pode ser vazio. Para cada i El, !l(i) EN, tem-se que 

/A¡:A~l ~AA é urna fun¡;:ao ¡..t(i)-ária defmida sobre A~n. Quando ¡..t(i) =0, fA¡ é um elemento 

destacado de AA. 

(ii) J e V é um subconjunto de índices, que também pode ser vazio. Para cada j EJ, ó(J) E N, tem-se 

que r A 1 e A~) é urna rela¡;ao 8(J) -ária defmida em A A • 

Se na subestrutura de rela¡yoes do sistema A for definida urna ordem parcial de posi¡;:ao :::;A sobre o 
universo A, entao diz-se que A é um sistema ordenado de 2a ordem. O tipo ou assinatura do sistema A 

é dado por (f.!, eS) . A família de todos os sistemas ordenados de 2a ordem é denotada por S02. + 

Exemplo 3.1. O sistema ordenado de 2a ordem dos números reais R é o sistema R=((R,p(R)}LJR.), com 

LJR. = (*JR.,sR,FJR.,RJR.,MJR.,aR), onde *JR sao opera96es aritméticas, SIR é arela~ao parcial de posi9ao, FJR. sao fun96es de 
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reais, RR sao relal(ües definidas sobre R, MR representa. a estrutura de medidas definida pela métrica e pela norma em R, e 
O"R é a topología de Hausdorff. Por outro lado, IR= (Am;Í:[R) é o sistema mtervalar ordenado de 2" ordem dos intervalos 

reais KR [28], com Lnt = (*xR, :::::1R, FxR, Rm ,Mut• crnt), onde *IR sao opera96es aritméticas mtervalares, :::::xR é a rela¡;ao 

parcial de posi~ao, FIR sao funyOeS mtervalares, Rnt sao rela«;Oes definidas sobre KR, MIR representa a estrutura de 
medidas definida por urna funJ;ao distancia mtervalar e urna fun~ao valor absoluto intervalar, e O"IR é a topologia definida 
sobre KR. ~ 

Os sistemas ordenados de 2ª ordem podem ser bi-estruturados. Neste caso, sao denotados por 

A= ((A,ga(A)},í:~;í:X' ). A bi-estrutura deste sistema é dada por urna estrutura de informar;iio í:~ -

relacionada coma natureza interna dos objetos do universo, como conjunto das aproxima¡;oes destes 
objetos, com a topologia de informac;ao, compatível com urna abordagem dorrúnio-teorética -, e urna 

estrutura de aplicar;iio LÁ - relacional, funcional, topológica -, determinada pelo uso pretendido do 

sistema representado. 
Foram definidos os morfismos de sistemas ordenados de 2ª ordem e as transformac;oes realizadas sobre 
estes sistemas, como as transformar;oes de universo (p. ex. a determinac;ao de subsistemas), as 
estruturais (p. ex. redu9ao, expansao, regulavao de estruturas) e, principalmente, as transformar;oes 
globais, onde destacam-se as no<;oes de construr;ao e evolur;iio de sistemas, que envolvem 
transforma~toes de universo e de estrutura. 

Definir;iio --3.2. Construtor de Sistemas.- Um construtor-de sistemas de 2a ordem -é toda fun¡;ao 

t = \tu;tL ):S02 ~ S02, defmida por tX = ~JX:,&O(X)},tLí:x), para t9do X= ((X,ga(X)},~x )E S02, 

com, de tipo (¡..¡,,6), tal que, para Ax E {X,&O(X)}: 

(i) tu é um construtor de universos tal que, onde tuX ~ p(X) e tutJ(X) = &O(tuX); 

( ii) t L = -(t F , t R ) é um construtor de estruturas tal que, para todo i E 1 e j E J, 

Lx f---7tLÍ:x =({(tFf)(t.x)}. •{r(tRr)(t.x).} ) ; 
l IEf } jEJ 

(iii) tF é um construtor de fun<;oes tal que, para todo i E 1 e fx;:A.~;) ~ Ax.., tem-se que 

fx; f---7 (tFJ)(t.x);:A.~:~ ~ A1.x, com A1.x E ~"X,tu&O(X)}, ondea func;ao construida (tFJ)(t.x)¡ é a 

extensao natural da.fun¡;ao original fx; ao novo universo construído, defmida por: 

(x~> ... ,X,.,(0)H {!x;{xP ... ,x,.,(il) EA-xlx1 EXp ... ,x,.,(i) EX,.,(il}' 

para cada x~> ... ,x,.,ul EAx e X~> ... ,X,.,ul EA 1.x; 

(iv) tR é um construtor de rela~oes, tal que, para todo j EJe rx1 e A-8~1), com Ax E Ax, tem-se que 

rx1 H (tRr)(t.x)J e A.~~Q, com A1.x EA 1.x, ondea rela9ao construida (tRr)(t.x)J é tal que, para todo 

X¡, ... ,xo(J) EAx e X~> ... ,Xo(J) EA 1.x, tem-se que (xP ... ,X8(J)) Er1"xi se e somente se, para todos 
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o(J) 

Xp ... ,x8(i) eUX1, sempre que se verifica {xP ... ,x3(i)) Erx1 e nao ocorre xk,xk' eX1, para todo 
1~1 

k,k',l = 1, ... ,8(j), entao tem-se que x1 eXP .. ,,xo(J) eXo(J); 

(v) Se o sistema construído for um sistema bi-estruturado tX = (tuAx;~~x;t~~x), entao _¿;in 
tuX é a 

estrutura de informa<;ao associada a estrutura de domínio do universo (X_ construído por fu. + 

A evoluc;ao de um sistema ordenado de 2-ª ordem A em um sistema ordenado de 2-ª ordem B consiste de 
urna construc;ao regulada do sistema B. O sistema 8 é obtido a partir do sistema A pela a¡;ao de um 
construtor de sistemas t, sendo que sua estrutura é regulada por algum subsistema de B. A regula<;ao 
das constru<;oes permite que se obtenham fun¡;oes e relayoes bem comportadas [3] nas estruturas dos 
sistemas construidos. Existe também urna imersao de A no sistema evoluído B. 
A categoria S02 possui sistemas ordenados de 2-ª ordem como objetos e homomorfismos fortes de 
sistemas ordenados de 2-ª ordem como morfismos. As transforma<yoes de sistemas foram introduzidas 
como endofunctores. Mostrou-se que o functor de evolu<yao de sistemas pode ser entendido como a 
composi<;ao de functor regulador como functor de constru\)ao de sistemas [3,8]. 

Exemplo 3.2. Considere como sistema básico o sistema ordenado de 2a ordem Q = ((Q, f.J(Q)}, I:Q) dos números racionais 

Q, com urna estrutura 2:º = (-:;,º,*º), onde SQ é a rela9lio de posiyao usual em Q e *Q sao opera¡yoes aritméticas em Q. 
Aplicando-se o construtor intervalar [] ao sistema Q, obtém-se o sistema ordenado intervalar de 2a ordem 
IQ = ((IQ,f.J(!Q)},:E 1Q), cujo universo é o conjunto dos intervalos de racionais /Q = Up,q]i p,q E Q}~ g;:¡(Q). Para obter a 

estrutura 2: IQ = ( s IQ, * IQ) , define-se primeiramente o construtor de operay5es aritméticas intervalares [ ]F, de forma que, 

para toda opera<;ao aritmética * º : Q x Q --+ Q definida no sistema básico Q, tero-se que * º H [ ]F * º) = * IQ : IQ--+ IQ, 

tal que X 1 *1º X 2 = {x1 *º x2 E Q 1 x1 E X¡,x2 E X 2 } o Considerando-se, neste caso, o subsistema regulador como o próprio 

sistema IQ, tem-se que *1º é bem comportada relativamente a esse sistema. Define-se agora o construtor de relayo~s. 
intervalares binárias [ ]R, tal que, para a relayao de posiyao, obtém-se que [p,q] < [p',q'] se e somente se q < p', e 

[p,q] s [p',q'] se e somente se (p,q] < [p',q'] ou [p, q] = [p',q']. Assim, segue o sistema intervalai IQ é urna evoluyao do 

sistema ordenado de 2" ordem Q. + 

4 A Representa~iio Global de Sistemas Ordenados de 2-ª Ordem 

Para a globalizac;ao de sistemas ordenados de 2a ordem foram introduzidos os espQ(;os coerentes bi

estruturados, denotados por ((IU, &D(IU )); 2:~~; L:~ft) o Estes espac;os coerentes bi-estruturados 

constituem sistemas ordenados de 2a ordem bi-estruturados, obtidos a partir de evolur;oes sucessivas 

especificas a partir de um sistema básico A0 = ((A, &D(A )}, LA). 
O universo IU do espa«;o coerente bi-estruturado é um espac;o coerente de intervalos de elementos do 
conjunto básico, com objetos indexados, gerado pelo conjunto básico ordenado enumerável A. A 
relar;{io de coeréncia deste espa«;o coerente é induzida pela ordem de posi«;ao SA defmida no conjunto 
básico A (veja se9ao 2.2). 
A indexavao dos objetos deste espa«;o coerente permite que estes objetos (conjuntos coerentes) possam 
ser referenciados pelo seu índice (veja se9ao 2.1 ). Isto permitiu a defmi<;ao de dois tipos de totalidade 
neste espa9o coerente, os objetos totais e os quasi-totais (veja se<yao 2.1 e exemplo 2.1). O subsistema 

dos objetos totais é denotado por toti1A=({tot(IU}&D{tot(Iu))},~;:1 ;I:~~) e o subsistema dos objetos 

quasi-totais por qtot11A = ((qtot(IIA ), p(qtot(IU))}, ¿; ~ot ; I: ~~01 ) • 
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A estrutura de informar;ao l:~u deste espa~o coerente é composta por fun~oes lineares (veja se<;ao 2), 

com urna estrutura topológica compatível [4,5]. A estrutura de aplicar;ao 2:;~- algébrica, de ordem, 

relacional, funcional, de medidas, topológica, dentre outras- é obtida pelo processo construtivo a partir 

da estrutura do sistema básico A 0 = ((A,p(A)},í::J. 

4.1 O Proeesso de Constru~ao Global 

Nesta se¡;ao apresentam-se as etapas do processo de constnu;iio global, ilustrado na figura 1, 
considerando-se que a estrutura (de aplical(ao) dos sistemas é formada apenas por urna ordem de 
posi<;ao :::;, urna familiaR de rela9oes e urna família F de fun9oes. Urna subestrutura de medidas e a 
caracteriza<;ao topológica foram estudadas em [3,4,5,6,7]. 

O ponto de partida da constrm;ao é a determinac;ao do sistema básico A 0 = ((A,p(A)},í::A). O universo 

A do sistema básico Ao, denominado de conjunto básico, é um subconjunto enumerável e ordenado (por 
urna rela<;ao de posi9ao ::;A) do universo do sistema a ser representado. A estrutura básica I: A é definida 

por restrivao da estrutura do sistema a ser representado ao conjunto básico. 
A primeira evolur;iio na constru9ao, referida como a [ ]-evolu¡;ao, consiste da aplicavao regulada do 
construtor intervalar, denotado por [ ], sobre o sistema básico Ao. Obtém-se assim um sistema 

intervalar, denotado por A1 = ((IA,p(IA)),2: 1J, onde IA é conjunto de intervalos de elementos do 

conjunto básico A, e a sua estruturaLJA é obtidapela aplicá9ao do conslrutor de fun~oes [ ]F e do 

construtor de rela((oes [ ]R (associados ao construtor intervalar [])a es~utura ¿A ·do sistema básico Ao. 
A regulavao da constru¡;ao é relativa ao próprio sistema evoluído (veja exemplo 3.2). 

A Constm~ao da h 
Estrutura de lnfonmu;áo 

_______] '\ 

Coh-evolm;ao 

Teia 
Induzida 

Espavo Coerente Bi
Estruturado gerado pelo 

Sistema Básico 

FIGURA 1- O Processo de Constrm;ao Global 

A segunda evolur;iio ou evolur;iio final, referida como Coh-evolm;ao, consiste da aplicavao regulada do 
construtor de espa<;o coerente, denotado por Coh, sobre o sistema intervalar A1. Obtém-se assim o 

sistema bi-estruturado A2 = ((IIA,p(IIA)},!:;~;!:~~), onde IU é o espafO coerente intervalar gerado 

pelo conjunto básico A. A estrutura de informa<;ao 2:~~ é detmninada pela ordem de informa~ao_ e e 
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urna familia de func;oes lineares definidas no espac;o coerente IU. A estrutma de aplicac;ao :2::fq é obtida 
pela aplica9ao, regulada pelo subsistema dos objetos quasi-totais, do construtor de func;oes CohF e do 
construtor de rela9oes CohR (associados ao construtor de espac;o coerente Coh) a estrutura L 1A do 
sistema intervalar A1. A regulac;ao da constrw;ao permite que as fun9oes e relac;oes evoluídas sejam 
bem comportadas relativamente ao subsistema dos objetos quasi-totais, e, consequentemente, ao 
subsistema dos objetos totais. 

4.2 A Representa~ao Global 

U m espa9o coerente bi-estruturado IIA, obtido pelo processo de globalizac;ao, é a representar;iio global 
de um dado sistema ordenado de 2a ordem A quando é possível recuperar este sistema através do 
subsistema dos objetos totais tot11A do espa9o IIA, pela determina9ao de isomorfismos relativos a 
.estrutura de aplicayao, denominados de ~ap- isomorfismos, entre o sistema representado A e o 
subsistema dos objetos totais totuA· Da mesma forma, estabelecendo também Lap- isomorfismos entre 
lA - o subsistema (estendido) dos intervalos de elementos de A - e o subsistema dos objetos quasi
totais qtot11A, garante-se que o sistema intervalar IS pode ser recuperado pelo subsistema dos objetos 
quasi-totais qtot11A do espa9o coerente !lA 

Defini~iio 4.1. Índice Real. O índice real de um conjunto coerente x E IU é definido como 

ir(x) = n{Y EliA*Ii(x) ~y 1\ l(X)::;; l(Y) S r(Y) S r(X), vx Ex}, 

onde i é o índice de um conjunto coerente (veja se9ao 2.1), l(W) e r(W) sao, respectivamente, extremos 
esquerdo e direito do intervalo W. + 

Defini~iio. Representa~iio GlobaL Diz-se que espa9o coerente bi-estruturado ((HA, sa~IA )); ¿~~; L:~), 
obtido pelo processo de construc;ao global, é a representa9ao global do sistema de 2ª ordem A se e 
somente se existe um ¿aP~isomorfismo $:qtot11A =ap !A, definido por 

$:qtot(IIA) u sa(qtot(IIA))---+ KA* u p(KA *),tal que 

{
ir(x) 

x f--7 {tr(w) EliA*Iw Ex} 

se x E qtot(IIA); 

se X E sa(qtot(IIA) ), 

onde ir é o índice real de um conjunto coerente. + 

Estudou-se urna. abordagem categórica para o processo de constru9ao global, mostrando-se que o 
processo de constrm;ao global determina urna adjunr;iio entre duas subcategorias da categoria S02 dos 
sistemas ordenados de 2a ordem: a subcategoria dos sistemas representados S02R, que apresentam 
apenas urna estrutma, e a subcategoria das representac;oes globais e seus subsistemas S02G, que sao bi
estruturadas [8]. 

4.3 A Representa~ao Linear Interna 

É possível estabelecer urna representa(¿iio linear interna para cada aspecto da estrutura de aplica9ao, na 
estrutura de informac;ao, garantindo desta forma o caráter computacional da representac;ao. 
Observa-se, por exemplo, que as fum;oes defmidas na estrutura de aplicac;ao do espac;o coerente bi
estruturado nem sempre satisfazem as condi9oes de estabilidade e linearidade [1,2], que sao 
características dos morfismos de espa9os coerentes. Entretanto, para cada func;ao f da estrutma de 
aplica((ao, é possível estabelecer um conjunto F¡ de func;oes da estrutura de informac;ao - denominado 
de representac;ao linear interna de f- que sao capazes de reproduzir o mesmo efeito da func;ao fe que 
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tém as características desejadas de estabilidade e linearidade. Em outras palavras, para cada fun~ao da 
estrutura de aplica~ao, existe um morflsmo da categoría LIN que a representa. 
A determinac;ao de representac;oes lineares internas na estrutura de informa<;ao, para fun~oes da 
estrutura de aplica~ao, baseou-se, fundamentalmente, na prova de que, nos espac;os coerentes gerados 
por um conjunto básico, a condi«yao de estabilidade de urna fun«;ao de objetos (fun«;oes em espa~os 
coerentes gerados por um conjunto básico) é dependente da injetividade da respectiva fun~ao básica 
[9], a qual é urna propriedade inerente a estrutura do sistema representado pelo espac;o coerente bi
estruturado e, portanto, inerente a estrutura de aplicac;ao desse espa¡;o e nao a sua estrutura de 
informa¡;ao. Para exemplos de determina¡;ao de representac;oes lineares internas, geralmente muito 
extensos, veja [3,9]. 

5 O Espa~o Coerente Bi-Estrutundo de Intervalos Ra\Cionais e Representa~io Global de R. e IR 

A metodologia desenvolvida mostrou-se particularmente interessante quando aplicada ao sistema dos 
números reais e ao sistema dos intervalos reais estendido, denotados, respectivamente, por 

R=((R,ga(R)~l:R) e IR=(~R*,ga(IR*)}I:KR.), onde R_ é o conjunto dos números reais e 

IR* =IR u {R} é o conjunto dos intervalos reais estendido. N esta se¡;ao, resumem-se os resultados 

obtidos com a utilizac;ao do processo de construc;ao global descrito na sec;ao 4.1 para obter urna 
representa<;ao global para os sistemas Re IR [3,4,8,10,11,12,13,25]. 
Observando-se que o conjunto dos números racionais Q é um subconJunto enumerável de R_ ordenado 
pela rela¡;ao de posi«;ao :::;Q, considerou-se como sistema básico o subsistema Q = ((Q,f.Y(Q))Lº) dos 

números racionais Q, cuja estrutura L:º é obtida por restri!;ao de LR a Q. 

Após aprimeira evolw;ao do processo- urna [ ]-evoluyao- obtém-se o sistema IQ = ((IQ,go(IQ))r. 1º) 
dos intervalos racionais, introduzido no exemplo 3.2, cujo universo é conjunto IQ dos intervalos 
racionais, e a estrutura 'L IQ é obtida a partir da estrutura básica 2:º pela aplica<;ao regulada do 

construtor de fun<;oes [ ]F e do construtor de rela«yoes [ ]R. Foi realizado um estudo completo 
[10,11,12,13] das propriedades da rela¡;ao de posi¡;ao intervalar ::;;¡Q, das opera¡yoes aritméticas 
intervalares e das fun¡;oes elementares unárias intervalares, obtidas pelo processo construtivo. 
Realizada a evolur;ao final - urna Coh-evolu¡;ao - obtém-se o espar;o coerente bi-estruturado dos 

intervalos racionais ((nQ, go(IIQ )}, r.~~º; L~fº), onde IIQ = (Coh{IQ, ~ s:Q} e) é o espa<;o coerente gerado 

pelo conjunto básico Q. A estrutura de aplica9ao :E~~ é obtida a partir da estrutura intervalar I: IQ pela 

aplica¡;ao, regulada pelo subsistema dos objetos quasi-totais, do construtor de fun9oes CohF e do 
construtor de rela9oes CohR. 
Os resultados descritos na se<;ao 4.3 foram aplicados no sentido de se obter a representar;iio linear 
interna, na estrutura de informavao, das fun¡;oes de objetos defmidas na estrutura de aplicac;ao do 
espa<;o coerente bi-estruturado dos intervalos racionais [9]. 
O principal resultado obtido aqui é a prova de que espac;o o coerente bi-estruturado 

((nQ,go(IIQ)},:E~~º;L~fº), obtido pelo processo de constru9ao global, é urna representar;tio global do 

sistema dos números reais R e do sistema dos intervalos reais estendido IR, 'no sentido exposto na 
se9ao 4.2. Provou-se que o sistema dos intervalos reais estendido IR e o subsistema qtotna dos objetos 

quasi-totais do espavo ooerente bi-estruturado ((IIQ,g;:¡(HQ)},:E;~º;l:~tQ) sao Í::ap- isomorfos, isto é, sao 
isomorfos para a estrutura de aplicac;iio- IR =.ap qtotna -. Além disso, provou-se que o subsistema tot11a 
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dos objetos totais de ((IIQ,p(IIQ)},L~~º;L~fº), relathramente a sua estrutura de aplic~ao, apresenta-se 

como um corpo ordenado completo q~e pode ser identificado com o sistema dos números reais R, isto 
é, R Sap totua. A figura 2 mostraos Lap- isomorfismos da representa~ao global de Re IR. 

FIGURA 2- A Representa~ao Global de Re IR e os Lap-isomorfismos 

6 Conclusiies e Considera~iies Finais 

Objetos 
Totais 

Foi introduzida também urna caracterizac;ao topológica elegante para os espac;os coerentes bi
estruturados [ 4,5], com func;oes estáveis e lineares na sua estrutura de informac;ao; a exemplo do que 
existe para os dornínios de Scott com func;oes contínuas, determinando urna estrutura topológica de 
informac;ao para o sistema de representac;ao global. Paralelamente, a estrutura de aplicac;ao também foi 
caracterizada por urna estrutura topológica, e o relacionamento entre esta estrutura e a estrutura 
topológica de informac;ao foi estabelecido. Para atingir este objetivo, a noc;ao de vizinhanc;as estáveis 
[14] foi utilizada como base para introduzir o conceito de vizinhanfaS lineares na caracterizac;ao . 
topológica da es~rutura de informa~ao, e a no~ao de espafoS de vizinhanfas generalizadas induzidas · 
por uma funfiio distancia mais fraca (como em [15]), com urna topologia associada, foram aplicadas 
para obter urna caracterizac;ao topológica para a estrutura de aplicac;ao. 
Alguns trabalhos sobre a repre,sentac;ao computacional dos números reais e a computac;ao efetiva com 
números reais foram analisados [16,17,18,19,20], todos baseando-se fundamentalmente na Teoria dos 
Domínios. A abordagem adotada por Escardó, Edalat e Potts [19], que, baseados em um domínio 
contínuo IR de intervalos reais - os reais parciais -, desenvolveram um conceito de números reais 
efetivos, apresenta natureza que consideramos infinitária. O principal objetivo desta abordagem é 
fornecer acesso computacional direto aos número reais e intervalos de reais, objetos considerados 
infinitos relativamente a inforinac;ao que contém, incluindo tais conceitos de forma explícita nas 
linguagens de programac;ao, para que os programadores possam manipular as representac;oes de 
números reais e intervalos de reais pela própria linguagem de progr~ao. Pode-se concluir que, nesfe 
caso, os números réais nao sao construídos, e, embora infmitos, sao considerados efetivos. Salienta-se 
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que a principal vantagem desta abordagem é a sua simplicidade, já que a utilizavao de dominios 
algébricos para o mesmo propósito sempre deve fazer uso de um procedimento de completavao [16]. 
Salienta-se que a abordagem adotada no trabalho desenvolvido nesta tese difere conceitualmente da 
abordagem adotada por Escardó, Edalat e Potts. Optou-se aqui pelo ponto de vista tradicional da teoria 
da computayao, adotando-se urna abordagem considerada finitária, onde somente objetos finitos (no 
sentido de seu conteúdo de informavao) sao efetivos e representáveis em linguagem de programavao, 
enquanto que os objetos infmitos sao entidades ideais limites que nao sao explicitamente 
representáveis. Assim, optando por trabalhar com um tipo de dominio algébrico- Espa~os Coerentes -, 
foi possível efetivamente obter um modelo semántico construtivo para a Matemática Intervalar e a 
Computa9ao Científica. 
Outra característica levada em considera<;ao é que nos dominios algébricos· os elementos básicos sao 
compactos, o que intuitivamente pode significar finitos. Além disso, no caso particular de Espa¡;os 
Coerentes, os elementos compactos sao exatamente aqueles que sao finitos. 
Observa-se também que os Espac;os Coerentes, além ·de adequados para construir os números reais e 
intervalos de reais de modo fmitário, também sao adequados para modelar semanticamente os 
processos computacionais correspondentes como eles ooorrem na prática corrente da prograrnac;ao 
científica, mais especificamente, da matemática intervalar. Foi possivel observar que a noc;ao de 
computac;ao por constru<;ao está explicita nestas estruturas, que se mostraram perfeitamente adequadas. 
a metodologia de constrm;ao desenvolvida. 
Salienta-se que a abordagem adotada também difere de outras existentes por permitir que as 
características externas a construc;ao interna dos reais (objetos totais) ·e intervalo reais (objetos quasi
totais), tais como suas operac;ües algébricas, sua ordem de posic;ao, sua distáncia euclidiana, sua 
topologia de Hausdorff, dentre outras, possam ser obtidas pelo processo construtivo, de modo paralelo 
a obtenyao dos objetos (reais e intervalos reais). Outras abordagens consideram que estas 
características, que nao sao de natureza computacional, devem ser obtidas a partir da estrutura de 
infonr.ac;ao, ainda que sendo plenamente identificadas apenas no subespac;o dos objetos totais. Por 
outro lado, ern nossa construc;ao, ao mesmo tempo em que esta constrw;ao externa procede, sua 
representac;ao interna é garantida por urna estrutura de informayao de Espac;o Coerente oom modismos 
estáveis e lineares, assegurando a existencia de urna representac;ao computacional para elas. 
Por outro lado, observa-;>€ que a abordagem fmitária propo~ta neste trabalho e a abordagem infmitária 
de Escardó, Edalat e Potts parecem nao ser contraditórias, pois é possível recuperar as propriedades e . 
entidades infmitas como propriedades e entidades que sao construídas a partir de quasi-propriedades 
generalizadas e entidades parciais em espa9os coerentes [21]. Resta, contudo, como um trabalho ainda 
a ser realizado, tomar explícita a conexao entre as duas abordagens, no que diz respeito aos aspectos de 
computabilidade de números, intervalos e fum;oes, determinando, de maneira mais precisa, o modo 
pelo qual as representac;oes infmitárias, modeladas pelo domínio continuo IR., aparecem no contexto 
das representayoes fmitárias, modeladas pelo espa¡;o coerente bi-estruturado de intervalos racionais. 
Observa-se a possibilidade de que os· espa((OS · coerentes bi-estruturados possam ser aplicados em 
sistemas de inteligéncia artificial distribuida, para modelar a dinámica de teorias de cláusulas, com o 
objetivo de expressar a análise topológica (métrica) das bases de conhecimento evolutivas introduzidas 
por Oliveira [22]. Acredita-se que o relacionamento entre a dinamica da teoria de cláusulas e o 
processo de programa~tao indutiva em lógica possa fornecer um tratamento denotacional dos processos 
de aprendizado e o intercámbio de conhecimento em Inteligencia Artificial Distribuída. 
Os resultados obtidos também podem ser aplicados em fundamentos da Inteligencia Artificial. Rocha 
Costa [23,24], em sua tese de doutorado, introduziu urna formaliz~ao inicial do processo de 
desenvolvimento de mecanismos computacionais. Observa-se que a metodologia desenvolvida pode 
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colaborar para a formalizavao das idéias indicadas em [23], relativamente a evolu9ao ou constrm;ao 
autorregulada de mecanismos computacionais. 
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